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Abstract 



The problem of a thread whose extremity is beyond the Schwarzschild 
horizon is discussed. 

We présent a new coordinate System allowing to write the Schwarzschild 
metric in ail régions. 

The System of coordinates introduced appears to be particulary indicated 
to study the passage of extended bodies throuth the Schwarzschild horizon, 
as it is the case of a thread that continues to attach a fisherman to a fish that 
entered a black hole. 



Résumé 



On discute le problème d'un fil dont l'extrémité dépasse l'horizon de 
Schwarzschild = 2m ; 

ds 2 = _ dr 2 ^ - 2m)" 1 - r 2 {dO 2 + sin 2 ddcj?) + (l - ?f) c 2 dt 2 

Le changement de coordonnées: 



r = ro 



2\ 2 



(r > 2m , < K 2 < oo) 



t '7K-7K)J l -- + K '- 



2m 



dr 



la coordonnée x étant la longuer d'un fil inextensible et r le temps marqué par 
des horloges liés aux points du fil, permet d'écrire la métrique de Schwarzschild 
sous la forme: 



ds 2 



i 



2m 



2c 



B ~*~ K- 77V KB 

,2 



^ _ 2m 



+ K 



i 

2\ 2 



dx 2 - r 2 (d6 2 + sin 2 



+ 



£L + S- ( 1 _ 2m i jç2\ 2 



dxdr + c dt 



2^2 



qui peut être utilizé dans toute la région r > jx^a • 
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On sait que Vhorizon de Schwarzschild est une patologie liée au choix des coordonnées 
habituellement utilisées dans l'écriture de la métrique de Schwarzschild: 

ds 2 = -dr 2 (l - ^) 1 - r 2 (dÔ 2 + sin 2 ## 2 ) + (l - ^) c 2 dt 2 (1) 

Eddington, Kruskal, Novikov et d'autres ont présenté des systèmes de coordonnées pour 
lequeles il n'y a pas en r = r h = 2m aucune sorte de singularité et il est possible d'étudier 
le mouvement des particules (et des photons) qui traversent r h = 2m et tombent en r = 0. 

La distance statique (ht — et.) entre un point r > r h et r h = 2m donnée par: 

r r h / 2m\ 

d(r h ,r ) = -j r (l-— j dr (2) 

étant finie, il se pose d'emblée le problème de savoir ce qui arrive à un fil suspendu en ro et 
dont l'extrémité pénètre en (il suffit pour cela d'avoir une longuer L supérieur à d(rh, ro). 
Nous pouvons imaginer, par example, que le fil sort avec une vitesse constante d'un treuil 
placé en r . 

Une particule partie de r en chute libre ou en mouvement forcé ne peut attendre r h 
avant t — oo. De plus, une fois arrivée en r^, la particule tombe, inévitablemente, en r = 0. 
Un point matériel ayant atteint r h ne peut donc retourner à r . 

Comment, dans ces conditions, imaginer un fil dont l'extrémité dépasse ? Nous pou- 
vons imaginer que le treuil qui a laissé sortir le fil renverse sa marche. Comment concilier 
cette possibilité (toujour imaginable) d'inversion de la marche du treuil avec l'impossibilité 
de récupération du fil ? Comment imaginer le simple cas d'un fil avec une extrémité fixe en 
r et l'autre tombant inévitablement en r = après avoir dépassé r h ? 

Si nous travaillons avec un fil inextensible (rigide-indéformable à une dimension aux sens 
de Born) nous nous trouvons, sans aucune doute, devant des situations paradoxales. Mais 
ces paradoxes sont semblables à bien d'autres qui surgissent en Relativité Restreite et en 
Relativité Générale quand nous utilizons le corps rigide-indéformable de Born (simple notion 
géométrique) comme modèle des objects physiques étendus que nous imaginons en mouve- 
ment dans nos expériences mentales. 

Les paradoxes disparaisent quand nous considérons des corps déformables sumis à des 
lois élastiques. 

Les lois élastiques relativistes [1], [2], [3], [4], y compris celle qui correspond au cas limite 
des corps dans lequels les ondes de choc se déplacente avec la vitesse c (que j'appellerai les 
véritables corps rigides [5]): 

p°c 2 ( 1 \ L 
p = I — 1 ) ; s = — (p° densité propre iniciale) (3) 
2 \s / Lq 
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ont cette propriété curieuse; la pression p tends vers une valeur finie quand L tends vers 
l'infini. On peut donc étirer de façon illimitée un fil, même si à la limite il est rigide. Le fait 
qu'une extrémité du fil tombe en r = est ainsi parfaitement conciliable avec la possibilité 
pour l'autre d'être fixe en r , ou même d'être receuillie par un treuil. 

Un pêcher qui laisse un poisson entrer dans un trou noir pourra, par la suite, rembobiner 
le moulinet pour un temp illimité, sans réussir à l'en faire sortir ni l'empêcher de tomber à 
r = 0, tout en le tenant toujours au but de sa ligne. 

Etudions, pour le moment, le mouvement d'un fil inextensible sorti avec une vitesse con- 
stante d'un treuil placé en r . 

Soit Ax = cKAt la quantité (longueur propre) du fil qui sort du treuil dans l'intervale 
At (dans la direction de r = 0). On trouve (après des calculs que nous expliciterons par la 
suite) que la quantité du fils en mouvement comprise entre r\ > et r (que nous pouvons 
appeler distance dynamique) est donnée par: 



Nous constatons que dx(r h ,r ) a une valeur infinie (même pour des K très petits). Le 
treuil peut donc travailler pendant un temps infini sans que "du point de vue de £" l'extrémité 
du fil arrive à rv (ce résultat est bien d'accord avec l'impossibilité pour un point matériel 
d'atteindre dans un temps t fini, ce qui ne signifie pourtant pas que le temps propre pour 
un voyage de r à r h soit nécessairemente infini). 

Cherchons l'équation x = x(r,t) que décrit le mouvement du fil. La coordonnée x sera 
la longuer propre du fil comptée à partir du point x = qui passe en r à l'instant t = 0. 

La condition d'inextensibilité impose que les quantités de fil Ax qui passent en r et r\ 
dans le même intervale At soient les mêmes. Nous avons ainsi: 




i 





(K = et.) 



(5) 



Les observateurs imobiles en r voient passer les points du fil avec la vitesse: 





En faisant les calculs nous obtenons: 




(7) 



En calculant la "distance dynamique" dx(r, r ) à partir de: 
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et en utilizant (5) et (7) nous obtenons (4). 

La quantité de fil qui est passée en r à l'instant t est celle qui est sorti du treuil dans 
l'intervale [0,t] moins celle qui est entre r et r (à t = et.). Nous pouvons donc écrire: 

x(r,t) = cKt - d K (r,r ) (9) 

Pour calculer le temps propre dr nécessaire pour qu'un point du fil (x = et.) parcoure 
dr nous utilizons cdr = ds et la relation: 

2m ~\ 5 / 2m\ _l 



= cKdt + \l- — + K 2 J \1- —j dr (10) 

obtenue de (9) pour le cas x = et.. Ces expressions nous donnent: 

dr = -cKdr (11) 

résultat particulièrement simple. Le temps propre nécessaire pour qu'un point du fil aille de 
r à r\ est donc: 

r*! = r — cKAt = r — cK{ji — r ) (12) 

Admettons que les points du fil qui sort du treuil placé en tq sont munis d'horloges (qui 
marquent le temps propre r) et que ces horloges sont réglés au passage de r conformément 
à la formule: 



i 



v 2 \ 2 ( _ 2m\ 2 



T =T~?J V-*) (13) 

(Ce processus de réglage fait que les horloges du fil soient réglés entre eux au passage en r ). 
En utilisant (7) et (9) nous obtenons: 

r=^r- ; B = cK(l- 2 -^ + (14) 

Représentons par f le temps marqué par les horloges du fil réglés par le processus indiqué. 
En utilisant les formules (12), (14), (9) et (8) nous pouvons écrire: 

r = r — ck (f — 

(15) 

j=à-àfr r (i-^ + ^y^-^y'dr 



Pour un K donné (x, r) est un système de coordonnées qui peut être utilisé dans le région 
r > 2m. En calculant les g a p respectives nous obtenons: 



9ïï = c 2 ; fe = -É + # (l- 2 -f + K 2 Y 

(16) 

_ ci I _l _2m_ _ _2c_ (-t _ 2m , K 2\ 2 

IJxx Bo K 2 K 2 r KBq V r ^ X1 J 
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Ces coeficients sont définis et n'ont pas de singularités pour r > 2m (1 + K 2 ) . Le 
calcul direct du tenseur de Ricci donne R a p = 0. Le système (x, f) peut donc être utilisé 
en alternative à (r, t) non seulement dans la région r > 2m, mais dans toute la région 
r > . En choisissant un K suffisament grand ont peut approcher cette région du centre 
r = autant qu'on le veut. 

Le premier résultat (16) était prévisible était donné que f est un temps propre. En 
utilisant les suivants et en faisant les calculs nous obtenons: 

Ixx = 9xx - glx 9ff = -1 (17) 

ce qui traduit la condition que nous avons imposée dès le début, à savoir, que x soit la 
longueur d'un fil inextensible. 

En faisant en (14) r = 2m, ce qui correspond à mettre le treuil à = 2m (ce qui 
est impossible) , ou à le mettre ailleurs mais à régler les horloges de façon telle qu'ils soient 
accordées au passage en r h , nous obtenons B = c. Dans ce cas, les formules (15) et (16) 
prenent la forme plus simple; 

' r = r + Kx — cKf 

i * = à -à!rT KS ' KCf (l - f + «'f (1 - ¥)~ ^ 

et 

g ff = c 2 ; gsf = -c+±(l-^ + K*)* 

(19) 

9-x-x = h ( l - 2 ~f + K 2 ) ~ f (l - 2 ~f + K 2 ) ^ 

En r = rh = 2m, ces coefficients prennent les valeurs g ff = c ; g S f = et Çx X = — 1, ce qui 
montre que les coordonnées (x, f) sont localement les coordonnées d'un système euclidien 
associé au fil. Elles sont donc particulièrement propices à l'étude des objects étendus qui 
entrent dans les trous noires. 1 



Madame Choquet-Bruhat, membre de l'Académie des Sciences de Paris, m'a donné l'honneur de 
présenter ce texte dans une séance de l'Académie, en 1982. Il n'a pas été publié dans les Comptes 
Rendues parce que un "référée" a considéré ce système de coordonées sans intérêt. 
Dans la suite, il a été utilisé pour écrire l'équation du passage d'un fil "rigide" par l'horizon de 
Schwarzschild et étudier ses solutions. Je ne connais pas d'autres études concernant l'entré des 
corps étandus dans les trous noires. 
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